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Diagramas de Penrose (2/2) en Agujeros Negros
Esp-Tmp Kruskal

Recordamos métrica con coordenadas Kruskal adimensionales:

No vilidas las coordenadas kruskal
Agujero Negro
SINGULARIDAD

e "[-dT? + dX?*| + r*>dQ?
[C.P]

(Conf. Plana)

ds? ="
.

Antiguas coordenada r y ¢ se relaciona con las nuevas (7, X) por:

X2-T? =@ —-1e"l y Ts o = = tanh(t/2) (segiin zona)

X
El Horizonte de eventos ( = /) son lineas: 7=+ X
Limite de Singularidad ( = 0) son lineas: T = +/X? + 1

Las coordenadas de Kruskal (T, X) son validas en las cuatro zonas:
- Fuera de H.Eventos (zonas Iy III)

- Entre H.Eventos y singularidad (zonas Il y IV)

Las coordenadas (7, X) no son vélidas en las singularidades
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Para conseguir unDiagrama de Penrose seguimos los mismos pasos que en V-47:

1) Hacemos cambio variables (7,X) —

P

Solo coord. NO compactas (infinitas) q

=T-X dg = dT - dX
1 - ds? = % "[-dq - dp] [NeocC.P)

p=T+X — dp=dT +dX
El antiguoeje T (X = 0) — recta g = +p
El antiguo eje X (T = 0) — recta g = —p

El sentido se asigna viendo como varia g y p al aumentar 76 X

N

(q,p) para que el Esp-Tmp gire y las geodesicas-luz sean paralelas a CJCS
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Con ese cambio de variables giran.los nuevos ejes y coinciden con 7]
Horizonte de Eventos. ‘
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Limite de Singularidad se convierte en : p = 2

La zona rayada representa las singularidades (agujero neegro y

blaco) donde no son véalidas las coordenadas (g,p)

2) Otro cambio de varaibles (g, p) —
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(V, U) para que las coordenadas no compactas (infinitas) se sustituyan por

otras (V,U) (finitas) y todo el Esp-Tmp quede recluido a zona finita. Utilizaremos, igual que en V-47, una
“funcién compresora”, que, ademdas de compactar las variables, transforme el limite de Singularidad en recta

V=arctanq — dV = dg - dqg = (1+tan?V)dv

1+2

U=arctanp — dU = dp - dp = (1 + tan? U)dU

ds? = %e—r(l +q*) (1 +p?) - [-dV-dU] [NecCP]
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El cambio limita los valores de (V, U) (lineas verdes de grafica):
q = +o0 —V=arctan(w) =7/2 ; q= - — V=arctan(—o) = —n/2 [
p =+ —U= arctan(ow) = 7/2 ; p= —o0 — U= arctan(—o) = —1/2 e

Ademas transforma el Limite de la Singularidad p = = en lineas [ (][]
SINGWLAR‘IDA,D
#7/2 . (Comprobaci6n, en Vldeoalprmmplo)>l< i ;‘ | b [l

rectas de ecuacion V+U =

-
i
N P
:h
U™,
4 R
P -

l”’;r ni2

-

Antiguo eje P

= :a.lll IU uo
]
efe P, S
u

Concluimos: Rango de validez de coordenadas V'y U (todo el Esp- Tlem) es llmltado a zona sin rayar en la grafica

1

(*) Comprobacién: arctanq + arctanp = % Derivando respecto p ha de cumplirse : e T 0
. _1 - . p? (_ i) 11 1 _
Si suponemos que q = >y sustituimos: 2\ + T = T Tepe + o 0 Se cumple, luego la

suposicion es vdlida (podria haber otros cambios de variables también validos)



3) Hacemos cambio variable (V, U) — (T, R) con objeto de volver a girar el Esp-Tiemp y Luz forme 45°. (No son
tiempo propio ni radio, pero tienen que ver con el tiempo y el espacio)

1
dT? —dR*=++ =4-dU-dV - —dV-dU = —[-dT* + dR?]
T=U+V - dT =dU+dV 4

R=U-V — JdR=d4dU—-dV ds? = %e‘r(l + qz)(l + pz) . [—d'l'2 + dRZ] [Conf. Plana]
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El sentido se asigna viendo cémo varia V y U al

aumentar T 0 R

Con este cambio de variable los nuevos ejes (T, R)

ocupan la posicién de los antiguos de Kruskal (7, X) \\\ R
y de Swarzschild (t, r). . '\\
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2 o . 5\ SINGELARIDAD, i
Las lineas de Luz vuelven a formar 45° con los ejes. /\/\: \}\\\\\\\ \\\\\\ &\

El rango de validez de (T, R) es la zona no rayada (aunque las zonas III y IV son artificios matematicos)

El Diagrama de Penrose para el Esp-Tiemp de Kruskal

Con un programa informéatico Javier
Garcia ha mostrado el aspecto que
tienen las lineas de valores constantes
de las coordenadas originales de
Schwarzschild (¢, r)

I+ Light-like future (linea donde
llega todo rayo de luz)

i+ Time-like future (punto de tiempo

infinito, donde llega toda particula)

i 0 Space-like infinity (punto donde r
es infinito)
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Quizds queda mas claro si r=10 og : particulas m
dibujamos el Diagrama de SSS=S======

Penrose tnicamente de las Y - Linea legada

zonas (I y II), que realmente Rayos Lug

existen, pues las otras son

artificios matematicas _——
Lineas de t=cte e i0

Lineas de r = cte

I Linea partida
Rayos Luzg

' Punto partida

particulas m Por



